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36 積分の計算 

308 
 x軸との接点を ( )( )aa f, とすると， ( ) 0=¢ af かつ ( ) 0=af  

 これと， 

与式より， ( ) ( )22-=¢ xxf  
( )xf の定数項をCとすると， 
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より， 

( ) ( ) 02 2 =-=¢ aaf  ・・・① 

( ) 042
3
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よって，①より， 2=a  

これを②に代入し，Cを求めると，
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 より， 

積分区間 20 ££ x において， 10 ££ x で 04423 ³+-- xxx ， 21 ££ x で 04423 £+-- xxx  
よって， 
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(1) 
 ( ) ( ) 02,01 =¢=-¢ ff ， 21 <<- x で ( ) 0<¢ xf ， xx <-< 2,1 で ( ) 0>¢ xf より， 

( ) ( )( )21 -+=¢ xxaxf （ 0>a ） 

よって， 
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 これと， ( ) 5
2

0
-=¢ò dxxf より， 5

3
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 よって， ( ) ( )( )21
2
3

-+=¢ xxxf  または，これを展開することにより， ( ) 3
2
3

2
3 2 --=¢ xxxf  

(2) 
 ( )xf の定数項をCとすると， 

 

( ) ( )

Cxxx

dxxx

dxxfxf

+--=

÷
ø
ö

ç
è
æ --=

¢=

ò
ò

3
4
3

2
1

3
2
3

2
3

23

2

　　

　　  

 より， 
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条件より， ( )
4
1

23
1

2
3 23 +++++++÷
ø
ö

ç
è
æ ++ cbakbakak と 3k は恒等式である。 

 よって，連立方程式 
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ここで，簡単のため ( ) xxxxf
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3 23 +-= とおくと， 
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312 
 ( )xp と ( )xq の定数項をそれぞれ 21 , CC とすると， 

 よって， ( ) 10 Cp = ， ( ) 20 Cq =  

 また，条件より， ( ) ( ) ( ) 3000 =+= gfp ， ( ) ( ) ( ) 2000 == gfq  

 よって， 31 =C ， 22 =C  

 ゆえに， ( ) 33 += xxp ， ( ) 22 2 ++= kxxxq  

 条件より， ( ) ( )xgxf , を解とする tの 2 次方程式は ( ) ( ) 02 =+- xqtxpt で与えられるから， 
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( ) ( )xgxf , の式は，解の公式により，
( ) ( ){ } ( )

2
42 xqxpxp -±

となり， 

( ) ( )xgxf , が整式であることから， ( ){ } ( )xqxp 42 - はある整式の 2 乗である。 

したがって， 
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より， 

( ) 19222 +-- xkx は重解をもつ。 

よって，判別式をDとすると， 0=D および ( ) 192
4

2 --= kD
より， ( ) 0192 2 =--k  

 これより， 192 ±=-k  5,4=\k  

313 

 ( )ò
1

0
dxxf より，積分区間は 10 ££ x である。 

 したがって， ( ) ò -=
1

0

22 dttxxf において， 10 ££ x として ( )xf を求めればよい。 

 よって， 
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 ゆえに， 
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(1) 
 条件より， [ ] [ ] 1+<£ xxx  

よって， [ ] 0³- xx  ・・・① かつ [ ] 01 ³+- xx  ・・・② 
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 ゆえに，①，②より， ( ) 0³- xxf すなわち ( ) xxf ³  

(2) 
 [ ] [ ] 1+<£ xxx より， [ ] [ ]( ) 1111 ++<+£+ xxx  

 一方， [ ] [ ] 1111 ++<+£+ xxx  

よって， [ ] [ ] 11 +=+ xx  

 ゆえに， 
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 10 <£ x のとき 
  [ ] 0=x より， 
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 21 <£ x のとき 
  [ ] 1=x より， 
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 2=x のとき 
  [ ] 2=x より， ( ) 2=xf  
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(4) 

 10 <£ a ， 211 <+£ a より， 
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 ( ) 11 -=-f および ( ) 11 +-=- baf より， 1-=+- cba  ・・・① 

 ( ) 11 =f および ( ) 11 ++= baf より， 1=++ cba  ・・・② 

 ①，②より， ac -= ， 1=b  

 よって， ( ) axaxxf -+= 2  ・・・③ 

 11 ££- x において， ( ) 13 2 -£ xxf より， ( ) 013 2 £+- xxf  

 これと③より， ( ) ( ) 01313 22 £+-+-=+- axxaxxf  

 ここで， ( ) ( ) 13 2 +-+-= axxaxg とおき， 11 ££- x において ( ) 013 2 £+- xxf ， 
 すなわち ( ) 0£xg が成り立つときの aの値の範囲を求めると， 

 (i) 3=a のとき 
  ( ) 2-= xxg より， 11 ££- x において ( ) 13 -££- xg  

  よって， ( ) 0£xg が成り立つ。 

 (ii) 3¹a のとき 
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  (ii-1) 放物線 ( )xg が上に凸かつ軸 ( )32
1
-

-=
a

x が 11 ££- x の範囲にあるとき 

   上に凸かつ軸が 11 ££- x の範囲にあるのは， 
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32
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a
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よって， 03 <-a より，この値が 0 以下ならば 013164 2 ³-+- aa  

これを解くと，
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  (ii-2) 放物線 ( )xg が上に凸かつ軸 ( )32
1
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a

x が 1-<x または x<1 の範囲にあるとき 

   上に凸かつ軸が 1-<x または x<1 の範囲にあるのは 
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   このとき， 11 ££- x における ( )xg の最大値は ( ) 11 -=g となり， ( ) 0£xg が成り立つ。 

   よって， 3
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(ii-3) 放物線 ( )xg が下に凸，すなわち 3>a のとき 

   ( ) 031 <-=-g かつ ( ) 011 <-=g より， 11 ££- x において ( ) 0£xg が成り立つ。 

よって， 3>a のとき ( ) 0£xg  

  (i)～(ii-3)より， 

11 ££- x において ( ) 0£xg すなわち ( ) 13 2 -£ xxf が成り立つ aの値の範囲は 
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 および⑥より， 
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